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МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІКИ ВИПУСКУ НА 
ПІДПРИЄМСТВІ ЗА ДОПОМОГОЮ ВИРОБНИЧИХ ФУНКЦІЙ У 
ПОЛЯРНИХ ТА СФЕРИЧНИХ КООРДИНАТАХ 
 
MODELING THE DYNAMICS OF OUTPUT OF PRODUCTION USING 
PRODUCTION FUNCTIONS IN POLAR AND SPHERICAL COORDINATES 
 
У статті було проведено аналіз економіко-математичної залежності 
факторів виробництва та обсягів випуску продукції підприємством будь-якої 
форми діяльності за допомогою апарату виробничих функцій у полярних 
координатах. Особливістю даного підходу є те, що на відміну від виробничих 
функцій у декартовій системі координат, у апараті, розробленому протягом 
проведення наукового дослідження, наголос ставиться не на визначення кількісної 
міри факторів виробництва, а на їх відношення між собою. Даний підхід може 
бути використаний у якості практичного інструменту для вирішення ряду планово-
аналітичних задач практичної діяльності підприємства. Математична модель, яка 
була використана у даному науковому дослідженні, базується на виробничій 
функцій виду Кобба-Дугласа та на бюджетному обмеженні. Було визначено основні 
числові характеристики виробничої функції у полярних координатах, а саме: 
середня віддача (середній продукт) ресурсу виробництва, гранична віддача 
(граничний продукт) ресурсів виробництва, еластичність випуску по ресурсам 
виробництва. Встановлено, що граничні продукти капіталу та праці є меншими за 
значенням, ніж середні продукти цих виробничих ресурсів. 
Також було розроблено та запропоновано загальний алгоритм розв’язку 
даної задачі, що включає в себе отримання вхідних даних різноманітного 
характеру, розв’язування даної математичної задачі, отримання розв’язків, їх 
інтерпретація та доведення до керівництва. 
Ключові слова: економіко-математична модель, виробнича функція, полярні 
координати. 
В статье был проведен анализ экономико-математической зависимости 
факторов производства и объемов выпуска продукции предприятием любой формы 
деятельности с помощью аппарата производственных функций в полярных 
координатах. Особенностью данного подхода является то, что в отличие от 
производственных функций в декартовой системе координат, в аппарате, 
разработанном в течение проведения данного научного исследования, акцент 
ставится не на определение количественной меры факторов производства, а на их 
соотношение между собой. Данный подход может быть использован в качестве 
практического инструмента для решения ряда планово-аналитических задач 
практической деятельности предприятия. Математическая модель, которая была 
использована в данном научном исследовании, базируется на производственной 
функции вида Кобба-Дугласа и на бюджетном ограничении. Были определены 
основные численные характеристики производственной функции в полярных 
координатах, а именно: средняя отдача ( средний продукт ) ресурса производства, 
предельная отдача ( предельный продукт) ресурсов производства, эластичность 
выпуска по ресурсам производства. Установлено, что предельные продукты 
капитала и труда количественно меньше, чем средние продукты этих 
производственных ресурсов.Также был разработан и предложен общий алгоритм 
решения данной задачи, который включает в себя получение входных данных 
различного характера, решения данной математической задачи, получение 
решений, их интерпретация и доведение до руководства. 
Ключевые слова: экономико-математическая модель, производственная 
функция, полярные координаты. 
 
In this article was analyzed the economic-mathematical dependence of factors of 
production and physical output of production process of enterprise of any form of activity 
using the apparatus of production functions in polar coordinates. A feature of this 
approach is that unlike the production functions in the Cartesian coordinate system in an 
apparatus, developed during the process of this research, the emphasis is not on the 
definition of a quantitative measure of the factors of production, but on their relationship 
to each other. This approach can be used as a practical tool for solving a number of 
planning and practical analytical problems of the company. Mathematical model that was 
used in this research study is based on a production function Cobb-Douglas form and the 
budget constraint. Were calculated the main numerical characteristics of the production 
function in polar coordinates, namely: average return ( averageproduct ) of factor of 
production, the marginal return ( marginal product ) of factor of production, the elasticity 
of output to production resources. Found that the marginal products of capital and labor 
are quantitatively less than the average products of these inputs. Has also been developed 
and proposed a general algorithm for solving this problem, which includes obtaining input 
of various kinds, solving of this mathematical problem, obtaining decisions, their 
interpretation and bringing it to leadership. 
Keywords: economic-mathematical model, production function, polar coordinates. 
 
Вступ. Об’єкти економічної природи можливо представити в 
достатньо строгій математичній формі, і це показує, що ситуації, які 
виникають у діяльності підприємств, є модельованими, а варіанти 
найдоцільніших планових рішень отримуються з обробки результату 
моделювання. Одним із найбільш ефективних методів моделювання стає 
апарат виробничих функцій. Модель виробничої функції можливо 
використати у якості практичного інструменту для рішення ряду 
планово - аналітичних задач діяльності підприємства[6]. 
Донедавна розглядались виробничі функції виключно у 
прямокутних системах координат, що являє собою виявлення 
оптимальних розмірів виробничих чинників, але не було досліджень 
даних функцій в полярних координатах, де наголос ставиться на 
співставлення виробничих чинників. 
Постановка завдання. На підставі наукової літератури та 
практичних розрахунків дослідити зміст та процедуру економіко-
математичної залежності між факторами виробництва та об’ємом 
виробництва продукції за допомогою апарату виробничих функцій, які у 
даному дослідженні будуть задані за допомогою системи полярних 
координат. 
Методологія.Дослідження базується на системному підході, в 
якому застосовані методи економіко-математичного моделювання, 
наукового узагальнення, статистичного аналізу, експертних оцінок, 
диференціального числення, системного аналізу, нелінійного 
математичного програмування. 
Теоретичну і методологічну базу становлять досягнення і 
напрацювання вітчизняних та зарубіжних вчених в області економічної 
теорії та фундаментальних основ галузі апарату виробничих функцій, 
нелінійного математичного програмування, методики створення 
моделей для планування та управління економічною системою. 
Результати дослідження.Опрацювання методів моделювання 
виробнично-економічнихситуацій й прийняття на їх основі рішень по 
плануванню поточної діяльності на підприємствіявляє доцільну умову 
налагодження ефективної його діяльності.Припускаючи, що 
розглядається економічна система виробництва, яке можна описати 
виробничою функцією Кобба-Дугласа, при цьому розглянувши задачу 
не з точки зору конкретних значень, а з детермінуваннявідношення 
капіталута праці, функція виробництва виглядатиме так[6]: 
 
Слід зауважити, що дана економічна система не є замкнутою та 
самодостатньою, відтак несе витрати за використання ресурсів[4]. Такі 
витрати можна описати бюджетним обмеженням та при переході до 
полярних координат отримуємо модель максимізації випуску за 
наявного бюджетного обмеження: 
 
Запропонована модель відображує максимізацію кількості 
випуску продукції підприємства шляхом зміни співвідношень між 
затрачуваними фондами виробництва й працею за виконання 
бюджетного обмеження, що обумовлене наявною економічною 
ситуацією на ринку основних засобів[5]. 
При дослідженніефективності даної економіко- математичної 
моделі обчислюються такі характеристики: середня віддача виробничих 
ресурсів, їх гранична віддача, еластичність випуску по виробничим 
ресурсам, що допомагають оцінити продуктивність ресурсів. Також, 
слід зауважити, що всі показники продуктивності факторів вираховують 
змінюючи лише один з наявних ресурсів[1]. 
Введемо математичні формули цих показників: 
1. Середня віддача (середній продукт) ресурсу виробництва  
Вираховується діленням об’єму випуску на величину використання 
кожного ресурсу. У випадку двофакторної виробничої функції 
використовують наступні формули: 
 Середній продукт капіталу 
 
 Середній продукт праці 
 
Середня віддача (середній продукт) ресурсу – це кількість продукції, 
що випускається, на одиницю відповідного ресурсу, задіяного у 
виробництві. 
2. Гранична віддача (граничний продукт) ресурсів виробництва 
Вираховується по формулі часткової похідної виробничої функції по 
фактору виробництва. Для двофакторної виробничої функції це має вигляд: 
 Граничний продукт капіталу 
 
 Граничний продукт праці 
 
Гранична віддача ресурсів виражає приріст продукції, що 
випускається, на одиницю приросту відповідного ресурсу, який 
використовується у виробництві. 
Враховуючи специфіку виробничої функції Кобба-Дугласа 
дослідниками було визначено, що граничні продукти капіталу та праці 
мають менші значення, ніж середні продукти цих ресурсів виробництва. 
3. Еластичність випуску по ресурсам виробництва 
У разі вираження виробничої функції у вигляді математичної 
формули вираховуються показник точкової еластичності випуску по 
ресурсам виробництва. Вона обчислюється за допомогою диференціювання. 
Якщо задана двофакторна виробнича функція, то застосовуються наступні 
формули: 
 Еластичність випуску по капіталу 
 
 Еластичність випуску по праці 
 Також точкову еластичність випуску по деякому ресурсу можна 
представити у логарифмічній формі: 
 
Показник еластичності випуску по фактору виробництва виражає 
границю відношення приросту випуску до приросту використання 
відповідного ресурсу. 
Так як у розглядає мій виробничій функції , то один 
процент додаткового використання кожного окремого ресурсу приносить 
приріст випуску продукції менше, ніж на один процент. 
Математично отримана модель є задачею нелінійного програмування, 
а конкретніше – задачею знаходження умовного екстремуму.З метою 
математичного дослідження застосуємо до отриманої задачі метод 
множників Лагранжа, який дозволяє перейти від задачі умовної оптимізації 
до задачі безумовної оптимізації за рахунок введення спеціальних 
множників Лагранжа[2]. 
Дана економіко-математична модель має вигляд: 
 
Для неї запишемо функцію Лагранжа: 
 
В результаті подальших математичних обчислень була знайдена 
залежність невідомих параметрів  та  від відомих параметрів: 
 
Оптимальні значення основних фондів: 




Отже, знайденими є значення праці та виробничих фондів (капіталу), 
що забезпечують максимізації виробництва на підприємстві за наявного 
бюджетного обмеження. 
Висновки.Враховуючи специфіку виробничої функції Кобба-
Дугласа визначено, що граничні продукти капіталу та праці є меншими 
за значенням, ніж середні продукти цих виробничих ресурсів. 
Математично отримана модель є задачею нелінійного програмування, а 
конкретніше –знаходження умовного екстремуму. 
З метою математичного вивчення до отриманої задачі 
застосовується метод множників Лагранжа, який дозволяє перейти від 
рішення задачі умовної оптимізації до вирішення задачі безумовної 
оптимізації за рахунок введення спеціальних множників Лагранжа. 
Отже, провівши необхідні дослідження щодо розв’язку даної 
економіко-математичної задачі, складається загальний алгоритм її 
розв’язку: 
 отримання вхідних економічних й лінгвістичних даних для будови 
математичної моделі, 
 розв’язування задачі на знаходження умовного екстремуму 
шляхом зведення її до задачі безумовного екстремуму методом 
множників Лагранжа, 
 отримання розв’язків 
 інтерпретація отриманих розв’язків, визначення його 
економічного змісту й висновків 
 доведення результатів до керівництва, що має прийняти остаточне 
рішення щодо важливості та можливості врахування досліджень. 
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